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线性代数笔记18——投影矩阵和最小二乘

一维空间的投影矩阵
　　先来看一维空间内向量的投影：

　　向量p是b在a上的投影，也称为b在a上的分量，可以用b乘以a方向的

单位向量来计算，现在，我们打算尝试用更“贴近”线性代数的方式表达。

　　因为p趴在a上，所以p实际上是a的一个子空间，可以将它看作a放缩x

倍，因此向量p可以用p = xa来表示，只要找出x就可以了。因为a⊥e，所

以二者的点积为0：

　　我们希望化简这个式子从而得出x：

　　x是一个实数，进一步得到x：

　　aTb和aTa都是点积运算，最后将得到一个标量数字。这里需要抑制住

消去aT的冲动，向量是不能简单消去的，a和b都是2×1矩阵，矩阵的运算

不满足乘法交换律，aT无法先和1/aT计算。

　　现在可以写出向量p的表达式，这里的x是个标量：

　　这就是b在a上的投影了，它表明，当b放缩时，p也放缩相同的倍数；a

放缩时，p保持不变。

　　由于向量点积aTa是一个数字，p可以进一步写成：
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　　在一维空间中，分子是一个2×2矩阵，这说明向量b的在a上的投影p是

一个矩阵作用在b上得到的，这个矩阵就叫做投影矩阵（Projection

Matrix），用大写的P表达：

　　推广到n维空间，a是n维向量，投影矩阵就是n×n的方阵。观察投影矩

阵会法发现，它是由一个列向量乘以一个行向量得到的：

　　可以看出aaT的列向量是线性相关的，所以它的列空间和行空间的维度

都是1，这说明它的秩是1，aaT是一个秩一矩阵，并且是一个对称矩阵。由

于aTa是一个标量，所以aaT决定了投影矩阵的性质：

　　投影矩阵还有另外一个性质：

　　它的几何意义是，对一个向量投影两次和投影一次相同，b在a上的投

影是p，再投影一次仍然是p。

投影的意义
　　向量投影到子空间有什么意义呢？这要从方程Ax = b说起。

　　对于Ax = b来说，并不是任何时候都有解，实际上大多数这种类型的

方程都无解。A的列空间的含义是方程组有解时b的取值空间，当b不在A的

列空间时，方程无解。具体来说，当A是行数大于列数的长方矩阵时，方程

组中的方程大于未知数个数，肯定无解。

　　虽然方程无解，但我们还是希望能够运算下去，这就需要我们换个思路

——不追求可解，转而寻找最接近可解问题的解。对于无解方程Ax = b，

Ax总是在列空间里（因为列空间本来就是由Ax确定的，和b无关），而b就

不一定了，所以需要微调b，将b变成列空间中最接近它的一个，Ax = b变

成了：

　　p就是A的列空间的投影， x帽表示此时的x已经不是原来Ax = b中的

x， ，当然，因为方程无解，所以本来也不可能有Ax = b。此时问题

转换为寻找最好的 ，让它与原方程的差距最小：

　　假设A的秩是2，此时列空间的维度也是2，列空间将是一个平面，平面

上的向量有无数个，其中最接近b的当然是b在平面上的投影，只有b – p才

能产生最小的误差向量：
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　　所以说，想要求解不等方程Ax = b，需要将b微调成它在A的列空间上

的投影（列空间上的向量很多，b在列空间上的投影是唯一的），这就是投

影的意义。

　　从上图可知，如果b在列空间中，b的投影就是它自己；如果b正交于列

空间，它的投影是0。

投影矩阵的多维推广
　　向量b在子空间上的投影是b在向量上投影的推广。如果A的列空间是一

个二维平面，则列空间的基包含两个向量，我们用a1和a2表示。在一维空

间中，b的投影是p = xa，多维空间也一样，只不过a从向量变成了矩阵，x

从标量变成了向量：

　　我们知道如何找到列空间的基向量， 如何求解呢？

　　误差向量e垂直于列空间的平面，这意味它垂直于平面上的任意向量，

投影p和基向量a1，a2都在平面上，这意味着它们和e的点积为0：

　　将二者归纳为一个矩阵方程：

　　对比平面上的投影方程，发现二者很相似：

　　在一维空间中a是向量，x是标量；在多维空间中，a变成了矩阵A，x变

成了向量，它们都长高了。

　　误差向量e是否属于A的某个基本子空间呢？在上一章中提到过，列空

间和零空间正交，e垂直于列空间上的所有向量，所以e属于A的零空间，也

就是 属于a的零空间。

　　通过矩阵方程可以进一步求解投影向量和投影矩阵：

2. Re:线性代数笔记10——矩阵的LU分解
写的很好，不过LU 分解的前提是错的，
LU分解只需要第三个条件，如果允许行
置换就是下面写到的PLU，可以分解所有
矩阵

--wiki3D
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　　这就是多维空间的投影矩阵，满足和一维空间同样的性质：

　　投影矩阵的表达式并不友好，也许可以进一步化简：

　　看起来就不对，所以一定要抑制住化简的冲动——这里A不是方阵，所

以A-1不存在。

　　

最小二乘法
　　最小二乘是投影矩阵的重要应用，常用于回归分析中。一元线性回归是

回归分析中最简单的一种，它有一个自变量和一个因变量，能够根据一系列

训练数据(x(1), y(1)), (x(2), y(2))…(x(n), y(n))找出一条最佳拟合直线y = ax +

b，用这条直线作为模型，近似地表示x和y的关系，从而对新鲜样本进行预

测。下图是一条典型的拟合直线：

　　《多变量微积分2——最小二乘法》和《寻找“最好”（5）——无解

之解》从微积分和约等方程的视角解释过最小二乘，其实用线性代数的观点

解释会更加直观。

　　最小二乘建立了一个约等方程组，目标是使总误差最小化，约等方程组

可以用矩阵写成：

　　问题是A是一个长方矩阵，想要求解必须将A转换为方阵，方法是等式

两侧同时左乘AT：
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　　这就和投影矩阵的相关公式相同，可以直接求解了。

　　最小二乘的几何意义也可以用投影来解释，平方和损失函数用矩阵表示

是：

　　 正是投影矩阵，整个式子表示所有向量与这些向量在列空间上的投

影的误差的平方和，它的几何意义是所有点到拟合直线的距离之和最小：

 

　　最后的问题是ATA是否是可逆的，如果A的各列线性无关，ATA就是可

逆的，这在《线性代数笔记12——列空间和零空间》中有所说明。实际应

用中，每个列代表的含义都不同，比如在房价预测中，第一列代表房屋面

积，第二列代表房间数，第三列代表楼层数，这就可以确定A的各列一定是

线性无关的。

害群之马
　　有一个因素会严重影响数据拟合：

　　一部分数据点极不合群，它们远离了大部队，就像害群之马一样，会拉

低整体的平均素质。这样的数据在统计学中称为离群量，也叫逸出量，在数

据分析中称为数据噪声。实际上数据噪声很常见，比如预测某个大都市里电

视机的价格走势，如果把双十一或店铺周年庆的价格也统计在内，就会严重

影响预测结果，所以在拟合数据时，还需要预先去除数据噪声。

示例
　　假设有 (0, 1), (2, 1), (3, 4)三组数据，现在尝试使用直线对他们进行拟

合，数据点的分布如下所示：

https://www.cnblogs.com/bigmonkey/p/9591191.html


2022/3/11 17:23 线性代数笔记18——投影矩阵和最小二乘 - 我是8位的 - 博客园

https://www.cnblogs.com/bigmonkey/p/9897047.html 6/8

　　直线的方程是y = ax + b，通过图中的三点建立一个方程组：

　　三个方程两个未知数，这是个无解的方程组，说明三点并不在同一条直

线上，我们需要寻找一条能够使三点误差和最小的直线。

　　将最初的方程组转换为 的形式：

　　可以根据投影矩阵的知识直接求解了：

　　最终a = 6/7，b = 4/7

　　现在更改一下需求，将数据拟合为曲线y = ax2 + bx +c。把三点代入

假设函数，得到一个方程组：

　　实际上这个方程组有唯一解：

　　即便如此，我们仍然想用最小二乘的思想求解并验证一下。

　　无论是通过消元法还是使用投影矩阵，最终都将得到唯一解。

　　

 

　　 作者：我是8位的

　　出处：http://www.cnblogs.com/bigmonkey
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最新新闻：

· 乔布斯的创业搭档：他缺乏工程师才能，不得不锻炼营销能力来弥补

· 美国大厂码农薪资曝光：年薪18万美元，够养家，不够买海景房

· 两张照片就能转视频！Google提出FLIM帧插值模型

· Android 再推 “杀手级” 功能，可回收 60% 存储空间

· 溺在理财暴雷潮的投资人 ：本金63万，月兑25元不够卖菜

» 更多新闻...
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